
Sn法に用いる角度求積セットの数値積分精度 ∗

千葉豪

平成 29 年 1 月 26 日

1 はじめに

Sn法に用いる角度求積セットが果たすべき要件の一つに、中性子束の角度モーメント（用語と
して正確？）を可能な限り正確に計算することが挙げられる。中性子束の角度モーメントの計算
が必要となる局面は、大きく以下の２つに分けられるであろう。

• 角度中性子束に依存する物理量、例えば反応率（0次モーメント）や、平面からの中性子漏
洩量（1次モーメント）を評価したい場合。

• 角度微分散乱断面積が角度について関数形式で与えられている場合（散乱中性子源の評価の
ために必要となる）。

なお、Sn法に用いる角度求積セットに関しては、Alcouffeのテキスト [1]が詳しく、かつ分かり
やすいのでお薦めである。

2 一次元の場合

一次元体系における角度中性子束を ψ(µ)とし、これが以下のように L次までの Legendre多項
式で記述できるものとする。

ψ(µ) =
L∑
l=0

2l + 1

2
ϕlPl(µ) (1)

ここで Pl(µ)は l次の Legendre多項式を示す。展開係数 ϕlは以下のように定義される。

ϕl =

∫
ψ(µ)Pl(µ)dµ (2)

Sn法では、ϕlは以下のように求積で求められる。

ϕ̄l =
J∑

j=1

wjψ(µj)Pl(µj) (3)

ここで、(µj , ωj)は J 点の求積セットにおける j番目の離散角度と重みを示す。

次に、ϕ̄lの精度について考えよう。
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式 (2)と式 (1)から以下の式が得られる。

ϕl =
L∑

l′=0

{
2l′ + 1

2
ϕl′

∫
Pl′(µ)Pl(µ)dµ

}
=

L∑
l′=0

{
2l′ + 1

2
ϕl′ ·

2

2l + 1
δll′

}
(4)

また、式 (3)と式 (1)から以下の式が得られる。

ϕ̄l =
L∑

l′=0

2l′ + 1

2
ϕl′

J∑
j=1

wjPl′(µj)Pl(µj)

 (5)

従って、ϕ̄lの計算精度は、Legendre多項式の直交性の求積による再現精度に置き換わることが分
かる。
なお、Legendre多項式の積はより高次の Legendre多項式で展開することができ、例えば Plと

Pl′ の積は (l+ l′)次以下の Legendre多項式で展開できる。従って、Legendre多項式の直交性の求
積による再現精度は、以下の関係の求積による再現精度にさらに置き換えられることになる。∫

Pl(µ)dµ = 2δl0 (6)

一般的に一次元体系を対象とした Sn法では、求積セットとしてGauss-Legendreセットが利用
される。J 点の Gauss-Legendreセットを用いることで、(2J − 1)次までの多項式に対する積分
を厳密に求められることが分かっている 1。Legendre多項式 Pl(µ)の次数は l であることから、
Gauss-Legendre求積セットから計算される展開係数 ϕ̄lは、2(l+ L)− 1 ≤ J が成立する限り、ϕl
を厳密に再現することが言える。

以上について数値的に確認するため、実際にGauss-Legendre求積セットを用いて、Legendre多
項式の直交性に関する計算精度を評価した。求積セットを用いて計算したものは以下である。求
積が正確に出来ていればゼロとなるべきものである。√

2l + 1

2

√
2l′ + 1

2

J∑
j=1

ωjPl(µj)Pl′(µj)− δll′ (7)

角度分点が異なるいくつかのGauss-Legendre求積セットを用いて計算した結果をFig. 1に示す。
縦軸と横軸の数値がそれぞれ l、l′に対応する。

1これについては別稿「Gauss-Legendre求積公式の導出」を参照のこと。
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’err_s6’

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

(c) S8

’err_s8’

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

(d) S10
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Fig. 1: Reproduction error of orthgonality of the Legendre polynomials by the Gauss-Legendre

quadratures with different order
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3 多次元の場合

多次元の場合、一般的に、以下のように中性子束は角度について球面調和関数により展開される。

ψ(Ω⃗) =
L∑
l=0

2l + 1

4π

l∑
m=−l

Rlm(Ω⃗)ϕlm (8)

展開係数 ϕlmは以下で定義される。

ϕlm =

∫
4π
dΩ⃗Rlm(Ω⃗)ψ(Ω⃗) (9)

一方、求積により計算される展開係数 ϕ̄lmは以下のように書ける。

ϕ̄lm =
J∑

j=1

wjRlm(Ω⃗j)ψ(Ω⃗j) (10)

一次元の場合と同様に考えると、ϕ̄lmの計算精度は、以下の球面調和関数の直交性の求積による
再現精度に置き換わることが分かる。∫

4π
dΩ⃗Rlm(Ω⃗)Rl′m′(Ω⃗) =

4π

2l + 1
δll′δmm′ (11)

なお、球面調和関数の積はより高次の球面調和関数で展開することができ、例えばRlmとRl′m′

の積は (l+ l′)次以下の球面調和関数で展開されることが分かっている [2]。従って、球面調和関数
の直交性の求積による再現精度は、以下の関係の求積による再現精度にさらに置き換えられるこ
とになる 2。 ∫

4π
dΩ⃗Rlm(Ω⃗) = 4πδl0δm0 (12)

一次元の場合と同様に、求積セットによる球面調和関数の直交性に関する計算精度を評価した。
求積セットを用いて計算したものは以下である。求積が正確に出来ていればゼロとなるべきもの
である。 √

2l + 1

4π

√
2l′ + 1

4π

J∑
j=1

ωjRlm(Ω⃗j)Rl′m′(Ω⃗j)− δll′δmm′ (13)

2例えば、文献 [3]の p.124には以下の記述がある。「the directions and weights of the angular quadrature should
be built so as to exactly integrate a maximum number of products of two spherical harmonics or, equivalently, to
integrate a maximum number of spherical harmonics」。
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はじめに、Level-symmetric（LS）求積セットを用いて得た結果を Fig. 2に示す。なお、X軸
（Y軸）の数値は、式 (13)における l、mとTable 1で示す対応をとる。
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(c) LS12
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(d) LS16
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Fig. 2: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the level-

symmetric quadratures with different order

Table 1: Correspondence of index to the order of the spherical harmonics functions

Index (l,m) Index (l,m) Index (l,m) Index (l,m)

1 (0,0) 10 (3,-3) 19 (4,-2) 28 (5,-3)

2 (1,-1) 11 (3,-2) 20 (4,-1) 29 (5,-2)

3 (1,0) 12 (3,-1) 21 (4,0) 30 (5,-1)

4 (1,1) 13 (3,0) 22 (4,1) 31 (5,0)

5 (2,-2) 14 (3,1) 23 (4,2) 32 (5,1)

6 (2,-1) 15 (3,2) 24 (4,3) 33 (5,2)

7 (2,0) 16 (3,3) 25 (4,4) 34 (5,3)

8 (2,1) 17 (4,-4) 26 (5,-5) 35 (5,4)

9 (2,2) 18 (4,-3) 27 (5,-4) 36 (5,5)
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次に、Even-Odd（EO）求積セット [4]を用いて得た結果を Fig. 3に示す。Level-Symmetric

セットと比較して直交性の再現性度が悪いが、これは Even-Odd求積セットが、異なる媒質間で
中性子束の角度依存性が滑らかとならない場合でも精度を保つ目的で、オクタントでのモーメン
ト保存を条件として課していることに由来する。

(a) EO4
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(b) EO8
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(c) EO12
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(d) EO16
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Fig. 3: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the even-odd

quadratures with different order
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以上は、完全対称（Fully-symmetric）な求積セットによる計算結果であったが、完全対称性を満
足しない（が、平面対称（Planar-symmetric）な）求積セットである Product quadrature（PQ）
とTriangular quadrature（TQ）[5]についても同様の計算を行ったのでその結果を示す。PQ、TQ
におけるオクタント上での離散点の配置例を Fig. 4に示す。

Fig. 4: Brief descriptions of product quadrature (left) and triangular quadrature (right)

また、各求積セットの離散点数についてTable 2にまとめる。

Table 2: Discrete points of various angular quadrature sets

Quadrature Number of discrete points per octant

LS4, EO4 3

LS8, EO8 10

LS12, EO12 21

LS16, EO16 36

P2T2-PQ, DP2T2-PQ 4

P3T3-PQ, DP3T3-PQ 9

P5T4-PQ, DP5T4-PQ 20

P6T6-PQ, DP6T6-PQ 36

P2T2-TQ 3

P4T4-TQ 10

P6T6-TQ 21

P8T8-TQ 36
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Gauss-LegendreとChebyshevの PQ(PnTn-PQ)による計算結果をFig. 5に示す。直交性の再
現性は Level symmetricセットより良好である。なお、PnTn-PQは、「PQによる球面調和関数の
求積」という観点からは最良のものとなる [5]。

(a) P2T2-PQ
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(c) P5T4-PQ
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(d) P6T6-PQ
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Fig. 5: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the PnTn-PQ

with different order
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次に、Gauss-double LegendreとChebyshevのPQ（DPnTn-PQ）による計算結果をFig. 6に
示す。PnTn-PQと比較して再現精度が劣るが、これはDPnでは極角方向について２分割して扱っ
ていることに由来する（LSと EOの関係と類似と考えて良い）。
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(d) DP6T6-PQ

’err_dp6t6’

 5  10  15  20  25  30  35

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

Fig. 6: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the DPnTn-

PQ quadratures with different order
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さらに、Gauss-Legendreと Chebyshevの TQ（PnTn-TQ）による計算結果を Fig. 7に示す。
この求積セットでは方位角方向の積分精度が悪化するため、PQと比較して直交性の再現精度が極
めて悪いことが分かる。

(a) P2T2-TQ
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(b) P4T4-TQ
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(c) P6T6-TQ
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(d) P8T8-TQ
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Fig. 7: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the PnTn-TQ

quadratures with different order
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なお、球面調和関数の求積という観点では、Lebedev型 [6]のものが最良のものという記述が文
献 [3]にある。以下、この文献の p.124の記述を引用する。「(Lebedev-type quadratures) offers the

best performance ratio, i.e., the minimal number of directions for a given number of spherical

harmonics that are exactly integrated.」さらに、「the nodes of these quadratures are nearly

uniformly distributed」ともされており、Levedev型はRay-effectに対しても有効な求積セットで
あると予想される。
最後に、Lebedev型の求積セットに関する計算結果をFig. 8に示す。「Precision-7」「Precision-

15」の全球面に対する離散点数はそれぞれ 26、86である。

(a) Precision 7
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(b) Precision 15
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Fig. 8: Reproduction error of orthgonality of the spherical harmonics functions by the rectan-

gular DPnxn quadratures with different order
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4 座標系を回転させたときの角度求積セットの数値積分精度

球面調和関数Rlm(Ω⃗)の全球面の積分について、角度求積セットが l ≤ L次まで厳密に再現でき
るとしよう。このとき、この求積セット、もしくは被積分関数である球面調和関数の座標軸をどの
ように回転させても、l ≤ Lを満たすRlm(Ω⃗)の求積は厳密に行われる。
これについては、以下のように説明できよう。
L次以下の球面調和関数で展開可能な球面上で定義される関数についてその座標系を回転させ

た場合、新しい座標系においてもやはり L次以下の球面調和関数で展開可能と言える。従って、
Rlm(Ω⃗)についてその座標系を回転させて定義される関数は、L次以下の球面調和関数で展開可能
と言える。これより、l ≥ L次までのRlm(Ω⃗)の全球面の積分が角度求積セットで再現できるとす
るならば、l ≤ Lを満たすRlm(Ω⃗)の座標系を回転させた関数の積分についても同様に再現できる
ことになる。
なお、「L次以下の球面調和関数で展開可能な球面上で定義される関数についてその座標系を回

転させた場合、新しい座標系においてもやはり L次以下の球面調和関数で展開可能と言える」と
いう点について、明確な説明が遠藤によって与えられている [2]ので、以下に引用する。
『被積分関数であるRlm(Ω⃗)について、任意の角度で回転させた後に積分することを考える。そ
の操作は、立体角 Ω⃗に回転演算子を作用させて Ω⃗′ に回転させた後、Rlm(Ω⃗′)の数値積分を角度
求積セットを使用して計算することになる。ここで、立体角 Ω⃗に回転演算子を作用させるという
ことは、Ω⃗ = (Ωx,Ωy,Ωz)のベクトルに回転行列を作用させることになるが、そのような変換を
行った後の角度 Ω⃗′の成分はΩx、Ωy、Ωzの線形結合で表されることになる。L次の球面調和関数
Rlm(Ω⃗)は Ωx、Ωy、Ωz の L次多項式で記述できることから、Ω⃗′の各成分が Ωx、Ωy、Ωz の線形
結合で表せるならば、Rlm(Ω⃗′)は Ωx、Ωy、Ωz に関する L次多項式で記述できる、つまり、L次
までの球面調和関数で展開できることになる。』
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5 おわりに

本稿ではいくつかの角度求積セットについての計算結果を示したが、これら以外にも多くのセッ
トが存在する。例えば、米国アルゴンヌ国立研究所の高速炉解析コードシステム SHARP[7]の離
散座標法に基づく輸送ソルバー SN2NDには、本稿で採り上げたものに加えて Thurgood型 [8]、
COBE sky cube型 [9]、Tegmark icosahedron型 [10]といったものが実装されている。

本件についても、名古屋大学の遠藤知弘氏に様々なことをご教示いただいた。ここに深い謝意
を表する。
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