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1 はじめに

ある出力パラメータが入力パラメータから受ける影響の定量的な情報が感度係数である。感度係数の計算の方法と

しては、入力パラメータに変動を与えて出力の変動を観察する方法と（一般化）摂動論を用いる方法とがあり、出力

パラメータの数が入力パラメータの数よりも小さい場合には後者を活用する方が効率的である。

出力パラメータが原子炉の燃焼に関係する場合の感度は燃焼感度と呼ばれることがあり、また、燃焼感度を計算す

るための摂動論を（燃焼感度のための）一般化摂動論と呼ぶことがある。本稿では、この燃焼感度のための一般化摂

動論を概説するとともに、その適用例をいくつか示す。なお、着目する出力パラメータとしては燃焼後の核種数密度

とするが、核種数密度に依存して決まる炉物理パラメータに対しても応用が可能である。

2 燃焼感度計算理論の基礎

2.1 燃焼計算の概要

まずは前提となる燃焼計算について、簡単に触れておくこととする。

時間に依存する核種数密度ベクトルをN(t)と記述する。燃焼計算では通常、燃焼期間をいくつかのステップに分

け、ステップ中では燃焼挙動を支配する反応断面積、中性子束等のパラメータが不変であるとする。このような場合、

燃焼ステップ中のN(t)は以下の燃焼方程式に従うことになる。

dN(t)

dt
= MN(t) (1)

ここで行列Mは燃焼行列と呼ばれ、反応断面積や核種の崩壊情報といった核データと中性子束に依存して決まる。こ

の方程式の数値解法については、ここでは触れないこととする。なお、熱出力で中性子束を規格化する場合には、燃

焼ステップ中の中性子束レベルの変動を考慮するために、ステップをさらに細かいステップ（サブステップ）に分割

する場合もある。

核データが変動した場合、それは燃焼行列Mを介して、燃焼中の数密度N(t)に変動を与えることになる。それを

考慮するのが燃焼感度計算である。

なお、燃焼行列Mが中性子束に依存することは述べたが、中性子束 ϕは燃焼ステップ毎に着目体系の中性子輸送

方程式を解くことによって得られる。中性子輸送方程式は以下で記述される。

Bϕ =

(
A− 1

k
F

)
ϕ = 0 (2)

核データが変動した場合、中性子輸送方程式の演算子AやFを介して、中性子束 ϕに影響を与えることになる。その

結果、燃焼行列Mも影響を受け、N(t)に変動を与えることになる。また、熱出力で中性子束を規格化する場合には、

核分裂断面積の変動が規格化後の中性子束に影響を与え、最終的にN(t)に変動を与えることになる。このように、中

性子束場の計算や出力による中性子束の規格化の計算を介した影響も燃焼感度計算では考慮する必要がある。ただし、

これらの効果を考慮する場合には定式化が若干複雑となるので、本稿では無視することとする。その詳細は文献 [1]に

まとめられている。

2.2 燃焼感度の計算

時間 tについて [0, T ]の燃焼ステップに着目するとし、このステップ中で核データに変動が与えられて燃焼行列が

M+∆Mになったとする。このときの燃焼方程式は以下のように記述される。

d (N(t) + ∆N(t))

dt
= (M+∆M) (N(t) + ∆N(t)) (3)
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これに式 (1)を代入し、かつ∆M∆N(t) = 0と近似すると以下の式を得る。

d∆N(t)

dt
= ∆MN(t) +M∆N(t) (4)

さて、ここで、核データの変動による t = T における数密度ベクトルNの i番目の核種の数密度の変動∆Ni(T )に

関心があり、核データが変動したときの∆Ni(T )を直接計算せずに求めることを考える。このため、まず式 (4)の両

辺に w(T ) = ei を満足する w(t)の転置ベクトルを左から乗じて [0, T ]で積分する。ここで ei は i番目の要素のみ 1

で、その他の要素はゼロとなるベクトルを示す。まず式 (4)の両辺に左から wT (t)を乗じ [0, T ]で積分すると以下の

式が得られる。 ∫ T

0

wT (t)
d∆N(t)

dt
dt =

∫ T

0

wT (t)∆MN(t)dt+

∫ T

0

wT (t)M∆N(t)dt (5)

式 (5)の左辺は以下のように書ける。∫ T

0

wT (t)
d∆N(t)

dt
dt =

[
wT (t)∆N(t)

]T
0
−
∫ T

0

dwT (t)

dt
∆N(t) (6)

さらに式 (6)の右辺第一項は以下のように書ける。[
wT (t)∆N(t)

]T
0
= wT (T )∆N(T )−wT (0)∆N(0) = ∆Ni(T ) (7)

ここで、t = 0では数密度の変動はゼロであることに注意されたい。これより、式 (5)は以下のように書ける。

∆Ni(t) =

∫ T

0

wT (t)∆MN(t)dt+

∫ T

0

wT (t)M∆N(t)dt+

∫ T

0

dwT (t)

dt
∆N(t)dt (8)

さて、要素数が J のベクトル a、bと (J × J)行列Cの演算で

d = aTCb =
(
aTCb

)T
= bTCTa (9)

の関係があることを利用すると、式 (8)は以下のように書き直せる。

∆Ni(T ) =

∫ T

0

wT (t)∆MN(t)dt+

∫ T

0

∆NT (t)MTw(t)dt+

∫ T

0

∆NT (t)
dw(t)

dt
dt

=

∫ T

0

wT (t)∆MN(t)dt+

∫ T

0

∆NT (t)

(
MTw(t) +

dw(t)

dt

)
dt (10)

この式より、∆Ni(T )が∆Mと∆N(t)から計算出来ることが分かるが、核データの変動に伴う∆N(t)を計算しない

ことがそもそもの目的であるので、∆N(t)が現れない定式化を行う必要がある。そこで、w(t)を以下の微分方程式を

満足するものとして定義する。
dw(t)

dt
= −MTw(t) (11)

これにより、式 (10)は以下のように簡略化される。

∆Ni(T ) =

∫ T

0

wT (t)∆MN(t)dt (12)

この式より、∆Ni(T )を直接∆Nを計算することなく求められることが分かる。また、同様に、核データ σに対する

Ni(T )の感度は以下の式で計算できる。

∂Ni(T )

∂σ
=

∫ T

0

wT (t)
∂M

∂σ
N(t)dt (13)

以上をまとめると、ある核種の燃焼後数密度に着目した場合、それに応じて決まる t = T における条件w(T )のも

とで微分方程式 (11)を解きw(t)を予め計算しておけば、任意の核データに対する感度を式 (13)に基づいて計算でき

ることになる。w(t)は [0, T ]で定義されるが、t = T で条件が与えられるため、時間的には逆方向に解かれることに

なる。
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2.3 随伴数密度の物理的意味

前節で導入されたw(t)は随伴数密度と呼ばれるが、ここではその物理的意味について記述する。

燃焼方程式と随伴数密度が従う方程式を以下に再掲する。

dN(t)

dt
= MN(t) (14)

dw(t)

dt
= −MTw(t) (15)

式 (14)の両辺にwT、式 (15)の両辺にNT を左から乗じ時間 [0, T ]で積分し、辺々を足し合わせることにより以下の

式を得る。ここで、wとNの tに対する依存性は省略して記述する。∫ T

0

wT dN

dt
dt+

∫ T

0

NT dw

dt
dt =

∫ T

0

wTMNdt−
∫ T

0

NTMTwdt

[
wTN

]T
0

=

∫ T

0

wTMNdt−
∫ T

0

wTMNdt

wT (T )N(T )−wT (0)N(0) = 0 (16)

w(T ) = ei とした場合、式 (16)は以下のように書ける。

Ni(T ) = wT (0)N(0) =
∑
j

wj(0)Nj(0) (17)

これより、積 wj(0)Nj(0)は、燃焼後 t = T における核種 iの数密度に対して、時刻 t = 0において核種 j がどの程度

寄与しているかを示していることが分かる。従って、wj(t)Nj(t)/Ni(T )を考えた場合、これはNi(T )に対する時刻 t

における核種 j の相対寄与割合を示すことになる。これは寄与関数とも呼ばれ、燃焼チェーンの簡略化アルゴリズム

に活用された例がある [2]。また、仮にN(0) = ek とするならば、Ni(T ) = wk(0)となるので、wk(0)は t = 0におい

て系に単位個数密度の核種 kが投入されたときの t = T で生成される核種 iの数密度に対応するとも言える。以上よ

り、随伴数密度wは、燃焼終了時点での着目核種の数密度に対する重要度関数と考えることもできる。� �
随伴数密度を理解するために、例えばある核種の崩壊による減衰、すなわち

dN1(t)

dt
= −λ1N1(t) (18)

を考え、これに対する随伴数密度を計算してみるとよいであろう。さらに、以下の 2種類の原子核からなる燃焼

の問題、

dN1(t)

dt
= −λ1N1(t), (19)

dN2(t)

dt
= λ1N1(t) (20)

を考え、これらに対する随伴数密度を計算してみるとさらによいであろう。また、N2が崩壊で減衰していく問題

も考えるとよいであろう。� �
以上で述べた随伴数密度の物理的意味に基づいて、式 (12)に示されている、核データが変化したことによる燃焼行

列の変化∆Mに伴う燃焼後数密度Ni(T )の変化∆Ni(T )について考えよう。区間 [0, T ]を細かく等分割し、幅が∆t

である各分割ステップ内でw、Nが一定であると仮定するならば、式 (12)は以下のように書き直せる。

∆Ni(T ) ≈
∑
i

wT (ti)∆MN(ti)∆t (21)

この式で現れる∆MN(ti)∆tは、区間 [ti, ti +∆t]において、燃焼行列に∆Mの変動が与えられたときに、その変動

によって生じる核種数密度の変動を示すベクトルとなっている。そのベクトルが随伴数密度ベクトルに乗ぜられること

から、この式では、[ti, ti +∆t]における各々の核種の数密度の変動が、着目している核種の数密度（ここではNi(T )）

に最終的にどの程度影響しているか、が計算されていることになる。� �
前掲の 2種類の原子核からなる燃焼の問題について、感度

dN2(T )

dt
をNとwから計算し、解析解と比較してみ

るとよいであろう。� �
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3 燃焼感度の適用例

燃焼感度の適用例として、PWRピンセルを模擬した体系における、45GWD/t燃焼度時点でのGd-155核種数密度

に着目した計算を行った。燃料としては、U-235濃縮度 4.1wt%の UO2 燃料と、Pu富化度 10%のMOX燃料の２種

類を考えた。

Gd-155の生成に関連する燃焼チェーンを Fig. 1に示す。この図のみからは、燃焼を通した Gd-155の生成メカニ

ズムを理解することは容易ではないことが分かるだろう。

Fig. 1: Burnup chain for gadolinium-155

そこで、まずはGd-155の燃焼後数密度の核分裂収率に対する感度を計算した。結果を Fig. 2に示す。この結果よ

り、Gd-155自身の核分裂収率に対する感度は小さく核分裂による直接的なGd-155の生成は無視できること、Gd-155

の生成元となる主な核種が Nd-151、-152、Sm-153、-155の 4核種であることが分かる。

Fig. 2: Sensitivities of Gd-155 number density after burnup to fission yield data

続いて、Gd-155の燃焼後数密度の中性子捕獲断面積に対する感度を計算した。結果を Fig. 3に示す。この結果よ

り、Gd-155の生成に重要となる中性子捕獲反応を特定することが可能となったことが分かる。

以上の結果を踏まえると、Fig. 1に示した燃焼チェーンから、Gd-155の生成に関わるパスを残した簡略化燃焼チェー

ンを作成することができる。このようにして作成した簡略化燃焼チェーンを Fig. 4に示す。この図より、燃焼を通し

た Gd-155の生成メカニズムを容易に理解することが可能となるであろう。

また、Gd-155の燃焼後数密度に対する随伴数密度を、いくつかの核種について Fig. 5に示す。Eu-155の崩壊が

Gd-155生成の主要な経路であるため、Eu-155の随伴数密度が 45GWD/tから燃焼度が小さくなるにつれて急激に増

加している。燃焼度が 45GWD/tからある程度離れるとそれは逆に減少傾向となるが、これは Eu-155の崩壊によっ

てGd-155が生成されても、それが熱中性子捕獲反応によってGd-156になってしまうことに由来する。MOX燃料に

は熱中性子を吸収するプルトニウム同位体が含まれているため、熱中性子束レベルがUO2燃料のものと比べて低下す

る。従って、Gd-155の熱中性子捕獲反応がMOX燃料では UO2燃料と比べて小さくなるため、MOX燃料における

Eu-155の随伴中性子束のピークは、UO2燃料と比べて 45GWD/tからより離れた位置で観察されることになる。
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Fig. 3: Sensitivities of Gd-155 number density after burnup to cross sections

Fig. 4: Simplified burnup chain for gadolinium-155
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Fig. 5: Adjoint number densities to Gd-155 number density at 45 GWd/t

さらに、Gd-155の燃焼後数密度に対する相対寄与割合を、いくつかの核種について Fig. 6に示す。UO2燃料と

MOX燃料の Sm-155の核分裂収率の違いから、Sm-155の娘核種である Eu-155の寄与割合の振る舞いに大きな差異

が見られる。
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Fig. 6: Relative contributions to Gd-155 number density at 45 GWd/t

4 おわりに

本稿では燃焼感度理論の概要と適用例について述べた。

燃焼感度理論が完成したのはもうだいぶ前であり、多くの文献が存在する [3, 4, 5]。ここで例として挙げた文献の

発行年からも、その歴史の古さが理解できるであろう。例として挙げたもの以外でも、これまでに多くの燃焼感度理

論の適用例があるようだが、関連するコードが開発されてもそれが維持されることはなく、現在、広く使われている

コードシステムにこのような機能が実装されているものはおそらく皆無と言えるだろう。そのような状況で、筆者ら

が開発している CBZコードシステムには、関連する機能が実装され [1, 6]、崩壊熱の不確かさの低減等に活用されて

いる [7]。昨今はランダムサンプリング法による不確かさ評価が主流となりつつあるが、計算コストが小さい便利な方

法として、燃焼感度理論は（細々とかもしれないが）利用されていくものと考えられる。
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