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1 はじめに

ある出力パラメータが入力パラメータから受ける影響の定量的な情報が「感度係数」であ
る。その感度係数の計算の方法としては、入力パラメータに変動を与えて出力の変動を観察
する方法と（一般化）摂動論を用いる方法とがある。前者は入力パラメータに変動を与えた
計算を行うだけで済む一方、後者ではそれ相応のツール開発が必要となることから、私など
は、前者を「手抜き」の方法、後者を「賢い」方法と見做していたような時期があったが、
これが誤解であることを文献 [1]から学んだ。
複数個の出力パラメータがあるとする。これについて、膨大な数の入力パラメータに対す

る感度を計算する場合には、摂動論に基づくと、通常の計算に加え出力パラメータの個数だ
け随伴計算を行うことで感度係数を得ることができ、非常に効率的である。しかし、例えば
入力パラメータがひとつだけしかない場合はどうであろうか。この場合、出力パラメータの
個数回の随伴計算を行うまでもなく、通常の計算に加え入力パラメータに変動を与えた計算
を一度行えばよいだけである。要は、場面に応じた適切なアプローチの選択が重要、という
ことであり、「何がなんでも摂動論」というのは誤りである1。
ここで、摂動論で現れる随伴関数について簡単な説明を行う。中性子源 Sが分布する中性

子の非増倍系において、中性子束が φのように分布するとし、R = 〈Σφ〉として定義される
パラメータに着目する。中性子束分布 φは中性子の損失を示す演算子 Aを用いて記述され
た以下の中性子輸送方程式に従う。

Aφ = S (1)

一方、以下の随伴方程式を考える。
A+φ+ = Σ (2)

この式の両辺に φを乗じ、全位相空間について積分すると、以下の式を得る。

R = 〈Σφ〉 =
〈
φ,A+φ+

〉
=
〈
φ+, Aφ

〉
=
〈
φ+S

〉
(3)

すなわち、観測パラメータ Rは、〈Sφ+〉でも計算できることが分かる。いずれの方法でも
Rとして得られる値は同じであるが、得られる情報は大きく異なる。すなわち、〈Σφ〉から
はパラメータに対する応答関数の寄与割合を知ることができる一方、〈Sφ+〉からはパラメー
タに対する「中性子源の」寄与割合を知ることが出来る。原子炉で起こる物理過程を理解す
るためには、このいずれのアプローチも相補的に重要である。
本稿では、一般化摂動論を中心に、決定論に基づく感度解析手法の解説を行う。
1ただし、核データからの誤差伝播計算では、核データのパラメータ数が膨大であることから、摂動論に基づ

くアプローチをとることが一般的である。
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2 一般化摂動論

本節では、原研の三谷 ·黒井のレポート [2]、小林先生の「原子炉物理」第 10章 [3]を基
に、一般化摂動論について解説する。

2.1 世代別インポータンスの概念

一般化摂動論について議論する前に、世代別インポータンスの概念について述べる。
外部中性子源の無い体系の中性子輸送方程式とその随伴方程式は次のように書ける。

Aφ =
1

k
Fφ, (4)

A+φ+ =
1

k
F+φ+ (5)

ここで、F は中性子の生成を示す演算子であり、F+はその随伴演算子に対応する。また、
kは実効増倍率を示す。
ここで、以下のような式を考える。

A+Γ+
0 = Σ (6)

この式で定義されるΓ+
0 の物理的な意味を考えるため、以下のようなグリーン関数を考える。

A+G+(x, x1) = δ(x− x1), (7)

AG(x, x0) = δ(x− x0) (8)

ここでは位相空間を示す変数を簡単のため xとした。式 (8)より、グリーン関数G(x, x0)は、
位相位置 x0に置かれた点中性子源によって生じる xにおける中性子束に対応することが分
かる。なお、ここでは核分裂による中性子の増倍は考慮されていない。また、随伴演算子の
性質より、以下の関係が得られる。〈

G+(x, x1), AG(x, x0)
〉
=
〈
G(x, x0), A

+G+(x, x1)
〉

(9)

式 (7)(8)を式 (9)に代入することにより、以下の相反定理が得られる。

G+(x0, x1) = G(x1, x0) (10)

これより、グリーン関数G+(x, x1)は、xに置かれた点中性子源により生じる x1における中
性子束（ただし核分裂による中性子の増倍は無視）に対応していると言える。
グリーン関数G+(x, x′)を用いると、式 (6)における Γ+

0 は以下の積分方程式で記述する
ことが出来る。

Γ+
0 (x) =

∫
G+(x, x′)Σ(x′)dx′ =

∫
Σ(x′)G(x′, x)dx′ (11)

すなわち、Γ+
0 (x)は、xに置かれた点中性子源が生じさせる、体系全体でのΣで規定される

反応の総数に対応することが分かる。つまり Γ+
0 は、反応率 〈Σφ〉に対するインポータンス

と考えることが出来る。なお、くどいようだが、ここでは中性子の核分裂による増倍を考え
ていないことに注意が必要である。
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次に以下の式を考える。
A+Γ+

1 = F+Γ+
0 (12)

この式をグリーン関数を用いて書き直すと、次の積分方程式を得る。

Γ+
1 (x) =

∫
G+(x, x′)F+Γ+

0 (x
′)dx′ =

∫
G(x′, x)F+Γ+

0 (x
′)dx′

=

∫
Γ+
0 (x

′)FG(x′, x)dx′ =

∫
Γ+
0 (x

′)FG+(x, x′)dx′

=

∫
Γ+
0 (x

′)K+(x, x′)dx′ (13)

ここで、カーネルK+(x, x′)は、xに置かれた点中性子源から発生した中性子が核分裂反応
を起こし x′に発生させる中性子に対応する。Γ+

0 は反応率 〈Σφ〉に対するインポータンスで
あることから、Γ+

1 (x)は、xに置かれた点中性子源から発生した中性子が核分裂反応を起こ
して発生させた次の世代の中性子による Σで規定される反応の総数に対応する。
さらに以下の式を考える。

A+Γ+
n = F+Γ+

n−1 (14)

n ≥ 2について、Γ+
n は以下の積分方程式で記述される。

Γ+
n (x) =

∫
Γ+
0 (x

′)K+
n (x, x′)dx′ (15)

ここで

K+
n (x, x′) =

∫
· · ·
∫
K+(x, x1)K

+(x1, x2) · · ·K+(xn−1, x
′)dx1 · · · dxn−1 (16)

である。以上の議論から、Γ+
n (x)は、xに点中性子源が置かれた際、n世代を経て発生する

中性子による Σで規定される反応の総数に対応するということが分かるであろう。
系が未臨界である場合、Γ+

n は nが大きくなるにつれて減少する。一方、系が超過臨界で
ある場合には Γ+

n は nとともに増大する。固有値方程式では核分裂中性子源が世代毎に規
格化されることを考慮するため実効増倍率 kを導入すると、K+(x, x′)は以下で定義される
K̄+(x, x′)で置換できる。

K̄+(x, x′) ≡ 1

k
K+(x, x′) =

1

k
FG+(x, x′) = λFG+(x, x′) (17)

ここで λ = 1/kである。この場合の Γ+
n は、反応率 〈Σφ〉に対する「世代毎に規格化された」

世代毎インポータンスということになる。
ここで世代毎に規格化された Γ+

n についてまとめて示す。

A+Γ+
0 = Σ, (18)

A+Γ+
1 = λF+Γ+

0 , (19)

· · ·
A+Γ+

n = λF+Γ+
n−1, (20)

· · ·
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世代別のインポータンスはこのように計算されるが、この計算は固有値を固定したべき乗法に
対応することがすぐに分かるであろう。従って、nを十分に大きくとった場合は、Γ+

n → aφ+、
すなわち世代別のインポータンスは通常の随伴中性子束の定数倍に一致することになる2 。
つまり、多くの世代を介したインポータンスは、着目したパラメータ（ここでは反応率）に
依らないことが分かる。
定数 aは以下のように決定される。式 (18)の両辺に φを乗じて積分すると次の関係が得

られる。
〈Σφ〉 =

〈
φ,A+Γ+

0

〉
=
〈
Γ+
0 , Aφ

〉
=
〈
Γ+
0 , λFφ

〉
(21)

式 (20)に対しても同様の手続きを施すと以下の式が得られる。〈
Γ+
n−1, λFφ

〉
=
〈
Γ+
n , Aφ

〉
=
〈
Γ+
n , λFφ

〉
(22)

これらより、nが十分に大きい場合、次の関係が得られる。

〈Σφ〉 =
〈
Γ+
n , λFφ

〉
= a

〈
φ+, λFφ

〉
(23)

よって、定数 aは以下のように決まる。

a =
〈Σφ〉

〈φ+, λFφ〉
(24)

φ+の大きさは任意であるため、式 (24)の分母が 1になるように φ+を規格化すると

a = 〈Σφ〉 (25)

となる。

2.2 反応率比に対する感度係数の計算

一般化摂動論の概念を理解するため、反応率比に対する感度係数の世代別インポータンス
を用いた計算方法について述べる。
基準体系の中性子輸送方程式を次のように書く。

(A− λF )φ = Bφ = 0 (26)

また、摂動体系の中性子輸送方程式を次のように書く。

(A′ − λ′F ′)φ′ = B′φ′ = (B +∆B)(φ+∆φ) = 0 (27)

二次以上の項を無視することにより、これらの式から以下の式を得る。

∆Bφ+B∆φ = 0 (28)

式 (28)の両辺に φ+を乗じ内積をとると、以下の関係式を得る。〈
φ+,∆Bφ

〉
= −

〈
φ+, B∆φ

〉
= −

〈
∆φ,B+φ+

〉
= 0 (29)

2この繰り返し計算が n = N で一定値に収束するとするならば、A+Γ+
N = λF+Γ+

N となり、Γ+
N = aφ+ で

あることが分かるであろう。
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すなわち、演算子の摂動について、φと φ+は直交関係にあることが分かる。
ここで、着目するパラメータとして反応率比Rを以下のように定義する。

R =
〈Σ2φ〉
〈Σ1φ〉

(30)

このとき、摂動に伴う反応率比の変動∆Rは、高次の項を無視した場合に次のように書ける。

∆R = R

{〈∆Σ2φ〉
〈Σ2φ〉

− 〈∆Σ1φ〉
〈Σ1φ〉

+
〈Σ2∆φ〉
〈Σ2φ〉

− 〈Σ1∆φ〉
〈Σ1φ〉

}
(31)

この式において右辺第一項と第二項は容易に計算することができるが、第三項、第四項を計
算するためには摂動による中性子束の変動を計算しなければならない。一般化摂動論では、
これらの項を演算子の変動から計算する。それにより、任意の摂動に対する応答の変動を、
摂動後の中性子束を計算することなく求めることが出来る。
まず、前節で説明した反応率 〈Σiφ〉に対する世代別のインポータンスを考える。

A+Γ+
i,0 = Σi, (32)

A+Γ+
i,1 = λF+Γ+

i,0, (33)

· · ·
A+Γ+

i,n = λF+Γ+
i,n−1, (34)

· · ·

Γ+
i,nが n ≥ N で一定値に収束するとするならば、前述の通り、φ+を適切に規格化すること
により Γ+

i,n = 〈Σiφ〉φ+（ただし n ≥ N）となる。
それでは、式 (31)における∆φの項を演算子の変動で記述する。式 (32)の両辺に∆φを

乗じて積分すると、 〈
∆φ,A+Γ+

i,0

〉
=
〈
Γ+
i,0, A∆φ

〉
= 〈Σi∆φ〉 (35)

が得られる。式 (28)より得られる以下の関係式

A∆φ = λF∆φ−∆Bφ (36)

を用いると式 (35)は次のように書ける。

〈Σi∆φ〉 =
〈
Γ+
i,0, λF∆φ

〉
−
〈
Γ+
i,0,∆Bφ

〉
(37)

この式について∆Bを明示すると以下のように書ける。

〈Σi∆φ〉 =
〈
Γ+
i,0, λF∆φ

〉
+
〈
Γ+
i,0, λ

′∆Fφ
〉
−
〈
Γ+
i,0,∆Aφ

〉
(38)

この式の右辺第一項は中性子束の変動に伴う核分裂源の変動による反応率への影響を、第二
項は生成演算子の変動に伴う核分裂源の変動による反応率への影響をそれぞれ示している。
また第三項は消滅演算子の変動による反応率への影響を示していると考えてよいであろう。
この式ではまだ∆φが含まれるので、これを消去する必要がある。式 (34)の両辺に∆φを
乗じて積分すると以下の式を得る。〈

Γ+
i,n, A∆φ

〉
=
〈
Γ+
i,n−1, λF∆φ

〉
(39)
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これを式 (36)を用いて変形すると、次の関係式が得られる3 。〈
Γ+
i,n−1, λF∆φ

〉
=

〈
Γ+
i,n, λF∆φ

〉
−
〈
Γ+
i,n,∆Bφ

〉
=

〈
Γ+
i,n, λF∆φ

〉
+
〈
Γ+
i,n, λ

′∆Fφ
〉
−
〈
Γ+
i,n,∆Aφ

〉
(40)

これより、式 (37)は次のように書くことが出来る。

〈Σi∆φ〉 =
〈
Γ+
i,N , λF∆φ

〉
−

N∑
n=0

〈
Γ+
i,n,∆Bφ

〉
(41)

従って、これまでの議論より、以下が得られる。

〈Σi∆φ〉 = 〈Σiφ〉
〈
φ+, λF∆φ

〉
−

N∑
n=0

〈
Γ+
i,n,∆Bφ

〉
(42)

式 (42)を式 (31)の形式に直すと以下のようになる。

〈Σi∆φ〉
〈Σiφ〉

=
〈
φ+, λF∆φ

〉
−

N∑
n=0

〈
Γ+
i,n,∆Bφ

〉
〈Σiφ〉

(43)

この右辺第一項には ∆φの項が残っているが、これは反応の種類 iに依存しないため、式
(31)ではふたつの反応間で相殺され消える。最終的に、式 (31)の∆φに関わる項は以下の
ように書ける。

〈Σ2∆φ〉
〈Σ2φ〉

− 〈Σ1∆φ〉
〈Σ1φ〉

= −
N∑

n=0

〈
Γ+
2,n,∆Bφ

〉
〈Σ2φ〉

+
N∑

n=0

〈
Γ+
1,n,∆Bφ

〉
〈Σ1φ〉

(44)

以上で、式 (31)における∆φの項が、演算子の摂動∆Bと世代別インポータンス Γ+
i,nから

計算できることが示された。

2.3 一般化随伴中性子束とその計算方法

反応率比の変動における∆φが関わる成分を示す式 (44)を次のように書き直す。

〈Σ2∆φ〉
〈Σ2φ〉

− 〈Σ1∆φ〉
〈Σ1φ〉

= −
N∑

n=0

〈(
Γ+
2,n

〈Σ2φ〉
−

Γ+
1,n

〈Σ1φ〉

)
∆Bφ

〉
= −

N∑
n=0

〈
Γ+
n∆Bφ

〉
(45)

ここで、Γ+
n は以下で定義される。

A+Γ+
0 =

Σ2

〈Σ2φ〉
− Σ1

〈Σ1φ〉
, (46)

A+Γ+
1 = λF+Γ+

0 , (47)

· · ·
A+Γ+

n = λF+Γ+
n−1, (48)

· · ·
3この式の意味するところは、「中性子束の変動に伴う核分裂源の変動により (n− 1)世代後に引き起こされ

る反応率の変動は、そのひとつ前の世代の中性子束、演算子の変動により引き起こされる反応率の変動と等し
い」ということになるであろうか。
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Γ+
n は反応率比に対する世代別インポータンスに対応する。n ≥ N で Γ+

n = aφ+となるとす
ると、式 (46)で定義された源の場合は a = 0となるため、n ≥ N で Γ+

n = 0となる。上の
式の両辺の和をとると、以下の式を得る。

A+Γ+ = λF+Γ+ +
Σ2

〈Σ2φ〉
− Σ1

〈Σ1φ〉
(49)

ここで、Γ+ =
∞∑
n=0

Γ+
n =

N∑
n=0

Γ+
n である。この Γ+を用いれば、式 (44)は以下のように簡略

化して書くことが出来る。

〈Σ2∆φ〉
〈Σ2φ〉

− 〈Σ1∆φ〉
〈Σ1φ〉

= −
〈
Γ+,∆Bφ

〉
(50)

これが反応率比に対する一般化摂動論としてよく知られた式であり、Γ+は反応率比に対す
る一般化随伴中性子束と呼ばれる。
ここで、式 (49)について、源を S+として以下のように記述する。

A+Γ+ = λF+Γ+ + S+ (51)

S+ = 0のときには通常の随伴輸送方程式となることから、Γ+が φ+の値をとるとするなら
ば、A+Γ+と λF+Γ+自体が釣り合うため、この方程式は成立しない。
中性子束 φを式 (51)に乗じ、全空間、エネルギー群について積分すると以下の式を得る。〈

φ,A+Γ+〉 = 〈
φ, λF+Γ+〉+ 〈φS+〉 (52)

随伴演算子の性質とAφ = λFφの関係を用いることにより以下の式を得る。〈
φS+〉 = 0 (53)

これより、式 (51)が解を持つためには源 S+が中性子束 φと直交しなければならないこと
が分かる。実際、式 (46)の源でもその条件を満たしていることが確認できる。
以下、一般化随伴中性子束の計算方法について説明するため、次のような未臨界体系にお

ける固定源中性子輸送方程式を考える。

Aφ = Fφ+ S (54)

この式を数値的に解く場合、通常、以下のような反復法を用いるであろう。

φ(0) = A−1S, (55)

φ(n) = A−1Fφ(n−1) +A−1S, (n ≥ 1) (56)

従って、

φ(n) = A−1F
(
A−1Fφ(n−2) +A−1S

)
+A−1S

=

{(
A−1F

)n
+
(
A−1F

)n−1
+
(
A−1F

)n−2
+ ...+ I

}
A−1S (57)
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と書ける。ここで、固有値方程式

Aφi =
1

ki
Fφi = λiFφi (58)

を考えA−1Sを以下のように固有関数で展開する。

A−1S =
∑
i=0

aiφi (59)

これらを式 (57)に代入すると、以下の式を得る。

φ(n) =

{(
A−1F

)n
+
(
A−1F

)n−1
+
(
A−1F

)n−2
+ ...+ I

}∑
i=0

aiφi

=
∑
i=0

aik
n
i φi +

∑
i=0

aik
n−1
i φi +

∑
i=0

aik
n−2
i φi + ...+

∑
i=0

aiφi (60)

系が未臨界で ki < 1であることから、nが大きくなると kni → 0となり、収束解が得られる
ことが保証される。
それでは、一般化随伴方程式のように固有値方程式に固定源が付加された場合、すなわち

Aφ =
1

k
Fφ+ S (61)

の形式の方程式を解く場合はどうなるであろうか。ここで、1/kを導入するかわりに、演算
子 F を F/kとしたと考えれば（F/kを演算子 F と見做せば）、式 (54)に基づく前述の考
え方を適用できる。この場合、基本モードの固有値は 1となるため、前述の反復計算では
n→ ∞でも基本モード成分が残ることになり、収束解を得ることが出来ない。
ただし、例外として、A−1S

(
= φ(0)

)
に基本モード成分が含まれない場合、すなわちa0 = 0

の場合には、この方法で収束解を得ることが理論的には可能と言える。その観点から考える
と、上述の方法は次に述べるノイマン級数展開による方法と手続き上は同一と考えてよいか
もしれない。
ノイマン級数展開による一般化随伴方程式の計算方法は次の通りである。一般化随伴方程

式 (51)を以下のように変形する。(
I −

(
A+)−1

λF+
)
Γ+ =

(
A+)−1

S+ (62)

ここで、行列 (A+)
−1
λF+のスペクトル半径が 1未満である場合、ノイマン級数での展開が

可能となる4 。なお、この行列のスペクトル半径が 1未満であるかどうかの議論はここでは
行わない5 。Γ+はノイマン級数展開により以下のように書ける。

Γ+ =

{∑
n=0

((
A+)−1

λF+
)n}(

A+)−1
S+ =

∑
n=0

Γ+
n (64)

4(I − B)x = cなる連立一次方程式を解く場合に、以下のように (I − B)の逆行列として無限級数 Qを考
える。

x = (I −B)−1c = (I +B +B2 +B3 + ...)c = Qc (63)

この無限級数 Qをノイマン級数と呼び、この級数が収束するための条件は行列 B のスペクトル半径が 1より
小さくなることである。

5λが固定された値であるとすると、この行列の固有値 λ̄は、A+x = (1/λ̄)λF+x を満たす。従って、λ̄の
最大固有値は 1.0であり、スペクトル半径は 1となる。ただし、後述のように Γ0 =

(
A+
)−1

S は基本随伴モー
ドを含まないため、実効的なスペクトル半径は 1未満となる（と思う）。
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この式に基づいて Γ+
n を n = 0から書き下していくと、Γ+

n が本節冒頭で示した世代別イン
ポータンスに対応することが分かる。
さて、ここで、随伴固有関数を

A+φ+i = λiF
+φ+i (65)

で定義し、式 (46)における Γ+
0 を以下のように随伴固有関数で展開する。

Γ+
0 =

∑
i=0

giφ
+
i (66)

すると、式 (46)は次のように書ける。

A+
∑
i=0

giφ
+
i = S+ (67)

この両辺に中性子束 φを乗じ積分すると、以下の関係式を得る。∑
i=0

gi
〈
φ,A+φ+i

〉
=
∑
i=0

giλi
〈
φ, F+φ+i

〉
=
〈
φS+〉 (68)

固有関数と随伴固有関数は演算子 F について直交すること（文献 [3]、p.679)と、式 (53)の
関係を用いることにより、以下の式を得る。

g0 = 0 (69)

すなわち、一般化随伴中性子束の計算では、Γ+
0 には基本随伴モード成分が含まれないこと

が分かる6。
べき乗法では高次モードはドミナンス比に応じて減衰していくため、形式的にはべき乗法

と同一であるノイマン級数法による計算では、Γ+
0 に基本モード成分が含まれない場合には、

反復を行うにつれて Γ+
n はゼロに収束していく。従って、一般化随伴中性子束 Γ+を計算す

ることが出来ると言える。しかし、計算の過程で数値誤差により基本随伴モード成分が混入
するおそれがあるため、反復毎に基本随伴モード成分を引き抜くという対応がとられる。す
なわち、以下のように Γ+

n から基本随伴モード成分 cφ+を引き抜いた Γ̄+
n を計算することに

なる。
Γ̄+
n = Γ+

n − cφ+ (70)

定数 cを決めるため、この両辺に F+を作用させ φを乗じ積分すると、以下の式を得る。〈
φ, F+Γ̄+

n

〉
=
〈
φ, F+Γ+

n

〉
− c

〈
φ, F+φ+

〉
(71)

Γ̄+
n は φ+を含まないため φと Γ̄+

n は F+について直交する。従って、式 (71)の左辺はゼロ
となり、cは以下のように決まる。

c =
〈φ, F+Γ+

n 〉
〈φ, F+φ+〉

(72)

6従って、理論的には、前述した通常の反復計算であっても解は求められる筈である。
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2.4 固有関数展開を用いた場合

ここでは、中性子束の変動を固有関数展開で記述した場合と世代別インポータンスを用い
た場合との関係について述べる（文献 [2]のV章に対応）。
基準体系の輸送方程式を Bφ = 0と記述し、演算子 Bに∆Bなる摂動が加えられたとす

る。ここで、摂動による中性子束の変動を以下のように固有関数展開で記述する。

∆φ =
∑
i=0

aiφi (73)

これを式 (28)に代入すると、以下の関係式を得る。

∆Bφ = −B∆φ = −
∑
i=0

aiBφi (74)

定数 aiは以下のように決まる。まず、a0を求めるために、この式の両辺に φ+を乗じ内積
をとると、以下の式を得る。〈
φ+,∆Bφ

〉
= −

∑
i=0

ai
〈
φ+, Bφi

〉
= −

∑
i=0

ai
〈
φ+, (A− λF )φi

〉
= −

∑
i=0

ai (λi − λ)
〈
φ+, Fφi

〉
(75)

式 (29)より、この式の左辺はゼロとなる。また、固有関数と随伴固有関数とは F について
直交すること、λ0 = λであることから、右辺もゼロとなり、a0は不定となる。これは固有
値方程式では中性子束の大きさが任意であることに由来する。また、高次項の係数は以下の
ように決まる。式 (74)の両辺に φ+j （ただし j ≥ 1）を乗じて内積をとると以下の式を得る。

aj =
−
〈
φ+j ,∆Bφ

〉
(λj − λ)

〈
φ+j , Fφj

〉 (76)

以上より中性子束の変動による反応率の変動は以下のように書ける。

〈Σ∆φ〉 = a0 〈Σφ〉 −
∑
i=1

〈
φ+i ,∆Bφ

〉
(λi − λ)

〈
φ+i , Fφi

〉 〈Σφi〉 (77)

ここで、

Γ̄+ =
∑
i=1

〈Σφi〉φ+i
(λi − λ)

〈
φ+i , Fφi

〉 (78)

とおけば、式 (77)は
〈Σ∆φ〉 = a0 〈Σφ〉 −

〈
Γ̄+,∆Bφ

〉
(79)

と書くことが出来る。これが固有関数展開を行った場合の 〈Σ∆φ〉の表式である。
一方、世代別インポータンスを用いた場合、〈φ+, λFφ〉 = 1と規格化すると、〈Σ∆φ〉は以

下のように書けた。

〈Σ∆φ〉 = 〈Σφ〉
〈
φ+, λF∆φ

〉
−

N∑
n=0

〈
Γ+
n ,∆Bφ

〉
(80)
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この両者を比較する。
まず、式 (80)を以下のように変形する。

〈Σ∆φ〉 = 〈Σφ〉
〈
φ+, λF∆φ

〉
+

N∑
n=0

〈(
Γ+
N − Γ+

n

)
,∆Bφ

〉
−

N∑
n=0

〈
Γ+
N ,∆Bφ

〉

= 〈Σφ〉
〈
φ+, λF∆φ

〉
+

N∑
n=0

〈(
Γ+
N − Γ+

n

)
,∆Bφ

〉

= 〈Σφ〉
〈
φ+, λF∆φ

〉
+

〈
N∑

n=0

(
Γ+
N − Γ+

n

)
,∆Bφ

〉
= 〈Σφ〉

〈
φ+, λF∆φ

〉
−
〈
Γ̂+,∆Bφ

〉
(81)

導出は省略するが、Γ̂+が従う方程式は以下のように書ける。

A+Γ̂+ = λF+Γ̂+ − λF+Γ+
N +Σ (82)

この Γ̂+を随伴固有関数で展開した場合、以下のように書ける。

Γ̂+ =
∑
i=0

biφ
+
i (83)

係数 bi を決めるため、この式を式 (82)に代入し、両辺に固有関数 φj を乗じて内積をとる
と、以下の式を得る。∑

i=0

bi
〈
φj , B

+φ+i

〉
= −

〈
φj , λF

+Γ+
N

〉
+ 〈Σφj〉 = −〈Σφ〉

〈
φj , λF

+φ+
〉
+ 〈Σφj〉 (84)

j = 0では 〈φ+, λFφ〉 = 1と規格化されていることから b0 = 0が得られる。また、j 6= 0で
は、φ+i と φj の演算子 F についての直交関係を利用することにより、

bj =
〈Σφj〉〈

φj , B+φ+j

〉 =
〈Σφj〉〈
φ+j , Bφj

〉 =
〈Σφj〉〈

φ+j , (A− λF )φj
〉 =

〈Σφj〉〈
φ+j , (λj − λ)Fφj

〉 (85)

が得られ、Γ̂+は以下のように書ける。

Γ̂+ =
∑
i=1

〈Σφi〉φ+i
(λi − λ)

〈
φ+i , Fφi

〉 (86)

これと式 (78)を比較することにより、Γ̄+と Γ̂+は全く等しいことが分かる。
また、式 (80)の右辺第一項であるが、式 (73)を代入すると、〈Σφ〉 〈φ+, λF∆φ〉 = a0 〈Σφ〉

となり、式 (79)の右辺第一項と一致する。
以上、固有関数展開を用いた方法と世代別インポータンスを用いた方法とが一致すること

を示した。文献 [2]には、固有関数展開を用いた方法では高次固有関数の計算が必要となる
ため、複雑な体系での適用は難しいのではないかという記述がある。ただし、数多くの炉心
パラメータに対する感度を計算する場合には、世代別インポータンスを用いた方法ではパラ
メータの数だけ計算を行う必要があるが、固有関数展開を用いた方法では予め計算しておい
た固有関数を用いればよい。従って、高次固有関数の計算が容易であれば、固有関数展開を
用いた方法も有効であるとの記述もある。
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3 衝突確率法に基づく感度解析手法

歴史的に、感度解析は高速炉解析の分野を中心に行われてきたため、感度解析のツール
としては全炉心計算を想定したものが多く開発されてきた。それと比較して、燃料ピンセ
ル、燃料集合体に対する感度解析ツールの開発例はそれほど多くない。国内の例としては、
阪大グループによる衝突確率法に基づくコード SAINT[4]や、名大グループが開発している
MOCに基づくコード [5]などが挙げられるであろう。また、海外に目を向けると、モント
リオール工科大学のMarleauらが、衝突確率法、MOCに基づく感度計算コードを開発して
いる [6, 7, 8, 9]。
筆者が衝突確率法に基づく感度解析計算を行おうと思い立ち、関連の文献を眺めていたとき

に、Williamsの文献 [10]の以下の記述が目にとまった。「Interestingly, the adjoint function

for the integral flux equation is not the same quantity as the previously discussed adjoint

function for the integro-differential transport equation, even though the forward solutions

of course are identical!」。Williams氏が記述した通り、「面白い」と感じたので、本節では
その解説を行う。

3.1 微積分型輸送方程式と積分型輸送方程式の随伴中性子束の定義の違い

微分型の輸送演算子D、積分型の輸送演算子 T、散乱演算子 C をそれぞれ

D(r, E,Ω) = Ω · ∇+Σt, (87)

T (r′ → r, E,Ω) =

∫
e−τ(E,r′→r)dV

4π|r′ − r|2
, (88)

C(r, E′ → E,Ω′ → Ω) =

∫
E′

∫
4π
Σ(r, E′ → E,Ω′ → Ω)dΩ′dE′ (89)

とする。なお、τ(E, r′ → r)は位置 rと r′の間の光学距離を示す。また、核分裂による生成
演算子を F とする。
これらを用いて微積分型の輸送方程式を記述すると、

Dφ = Cφ+ λFφ (90)

となり、積分型は、
φ = T (Cφ+ λFφ) (91)

となる。また、式 (90)(91)より、D−1 = T なる関係があることが分かる。
積分型輸送方程式の随伴形は

φ+ = (TC)+φ+ + λ(TF )+φ+ = C+T+φ+ + λF+T+φ+

= (C+ + λF+)T+φ+ (92)

と書ける。一方、微積分型輸送方程式の随伴形は

D+φ̂+ = C+φ̂+ + λF+φ̂+ (93)
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と書け、これを変形すると、

φ̂+ = (D+)−1(C+φ̂+ + λF+φ̂+) = (D−1)+(C+φ̂+ + λF+φ̂+)

= T+(C+ + λF+)φ̂+ (94)

と書ける。文献 [10]によると、φ+ は flux importance function、φ̂+ は source importance

functionと呼ぶようである。
これらを衝突確率法ベースの式で比較する。随伴方程式は以下のように書ける7 。

φ+g
i =

1

Vi

∑
g′


(
Σg→g′

i +
νΣg

fi

k
χg′
)∑

j

P g′

ji

Σg′

ti

Vjφ
+g′

j

 (95)

ここで、衝突確率 Pij は領域 iで発生した中性子が領域 jで初めて媒質の原子核と衝突する
確率である。この式から明らかなように、forward計算用の衝突確率法コードに随伴束計算
機能を付加する場合には、アルゴリズムの構築に少々考える時間が必要となるであろう。
一方、式 (94)に対応する衝突確率法ベースの方程式は次のように書ける。

φ̂+g
i =

∑
j

P g
ji

ViΣ
g
ti

∑
g′

(
Σg→g′

j +
νΣg

fi

k
χg′
)
Vjφ̂

+g′

j

 (96)

この場合は至極簡単で、核分裂源と散乱源の計算部分を変更してやれば、forward計算用の
コードで容易に計算することが出来る。
次に、φ+と φ̂+の関係を導く。式 (92)の両辺に演算子 T+を作用させると、

T+φ+ = T+(C+ + λF+)T+φ+ (97)

が得られる。この式と式 (94)は形式が一致し、

T+φ+ = φ̂+ (98)

の関係が成り立つことが分かる。

3.2 摂動計算の例

積分型輸送方程式では随伴束の定義が微積分型のものとは異なることを述べたが、実際に
は随伴束自体が必要ではなく、それを用いた内積計算が出来ればよい場合が殆どである。そ
の点について、摂動計算を例として具体的に説明する。
摂動系の積分型輸送方程式と基準系の随伴式を以下に示す。

(I − TC ′)φ′ = λ′TF ′φ′, (99)

(I − C+T+)φ+ = λF+T+φ+ (100)

7衝突確率を用いた場合、演算子 T は T =
∑
j

P g
ji/ (ViΣ

g
ti) と記述され、その随伴演算子 T+ は T+ =∑

j

P g
ij/
(
VjΣ

g
tj

)
と記述される。相反定理 P g

jiΣ
g
tjVj = P g

ijΣ
g
tiVi より T = T+ が成り立つことが分かる。また、〈

φ+, Tφ
〉
=
〈
φ, T+φ+

〉
が成り立つことも容易に確認できる。
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ここで、摂動系の式では T に対する摂動を考慮していないことに注意が必要である。系に
摂動が加えられた場合、全断面積を介して衝突確率が変動するため T も変動する。この衝
突確率の摂動を扱うには大変な労力を要すると考えられるため、一般的には、全断面積の摂
動を自群散乱断面積の摂動と考えて処理する [4, 7]。すなわち、輸送方程式左辺の衝突項に
現れる∆Σtψ(Ω)を∆Σt (1/4π)φと近似して右辺に移動させる。これにより、T における摂
動を無視することが出来る8。
導出は割愛するが、摂動による反応度 ρは以下の式で計算される。

ρ = λ− λ′ =
λ′ 〈φ+, T∆Fφ′〉 − 〈φ+, T∆Cφ′〉

〈φ+, TFφ′〉

=
λ′ 〈T+φ+,∆Fφ′〉 − 〈T+φ+,∆Cφ′〉

〈T+φ+, Fφ′〉
=
λ′
〈
φ̂+,∆Fφ′

〉
−
〈
φ̂+,∆Cφ′

〉
〈
φ̂+, Fφ′

〉 (101)

以上のように、衝突確率法に基づく摂動計算は、微積分型輸送方程式の随伴中性子束 φ̂を用
いて行うことができることが分かる。すなわち、微積分型輸送方程式の随伴中性子束として
は φ+が正確であるが、摂動論で反応度を計算する場合には φ̂+のみを計算すればよいこと
になる。

4 燃焼後数密度の核断面積に対する感度の計算

核燃料の燃焼を考慮した感度、いわゆる「燃焼感度」は、その実用性が非常に高いもので
はあるが、理論が複雑であり、燃焼の伴わない感度計算よりも敷居が高いと考えられる。燃
焼感度に関する日本語の文献もいくつかあるが、ここでは燃焼後数密度の感度を例に、出来
るだけ噛み砕いた解説を行うことを試みる。

4.1 燃焼計算の概要

燃焼計算では通常、燃焼期間をいくつかのステップに分け、さらに各ステップをサブス
テップに分割する。なお本稿では、ステップとサブステップは区別せず、燃焼ステップを i

と表記し、ステップ総分割数を Iとする。従って、燃焼初期および末期の数密度は、それぞ
れN0、NI と記述される。
また、ここで想定する体系は、燃焼計算を行う燃料領域とそれ以外の領域からなるものと

する。
燃焼計算で必要となる中性子束の空間、エネルギー分布は、各燃焼ステップにおいて以下

の中性子輸送方程式を解くことによって得る9。

Biφi = (Ai − λiFi)φi = 0 (102)

8この取扱いはあくまで近似であることに注意が必要である。例えば、この方法では、自群散乱断面積の摂動
に起因する反応度を評価することが出来ない。従って、衝突確率の計算に全断面積を使った場合と輸送断面積
を使った場合の実効増倍率の差や、輸送断面積の定義の違い（カレント重みと中性子束重み）に起因する実効
増倍率の差は、このような摂動計算では評価出来ない。

9本来、演算子、中性子束ともにベクトル表記すべきであるが、これまでの記述との一貫性を考え、通常の字
体とした。
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なお、中性子束 φiは以下のように出力 P で規格化する。

P =

∫
r∈Vf

∑
n

κnNn
i

∑
g

σnf,i,gφi,g(r)dr = [κσfNiφi] (103)

タイムステップ iでの中性子束 φiと数密度Niに基づいて、次のタイムステップ (i + 1)

での数密度Ni+1が以下の燃焼方程式から計算される。

Ni+1 = Ni +

∫ ti+1

ti

M(φi)N(t)dt (104)

燃焼計算では、以上の手続きが燃焼末期まで繰り返される。

4.2 燃焼感度の計算

着目する核種を k、その燃焼後数密度をNk
I とした場合、その核断面積 σに対する感度 S

は以下の式で計算される。

S =
σ

Nk
I

dNk
I

dσ
=

σ

Nk
I

eTk
dNI

dσ
(105)

ここで、ek は k番目の要素が 1、それ以外は 0のベクトルである。また、上添字 T は転置
を意味する。
さて、式 (105)の項 dNk

I /dσを計算する準備として燃焼方程式を書く。

∂N(t)

∂t
= MN(t) (106)

この両辺に重みwT (t)を乗じ全燃焼期間について積分すると、以下の式を得る。∫
wT (t)

∂N(t)

∂t
dt =

∫
wT (t)MN(t)dt,[

wT (t)N(t)
]tI
t0
−
∫
∂wT (t)

∂t
N(t)dt =

∫
wT (t)MN(t)dt,

wT
I NI = wT

0 N0 +

∫
∂wT (t)

∂t
N(t)dt+

∫
wT (t)MN(t)dt (107)

ここで、wI = ekとすることにより、Nk
I を以下のように書くことができる。

Nk
I = eTkNI = wT

0 N0 +

∫
∂wT (t)

∂t
N(t)dt+

∫
wT (t)MN(t)dt (108)

式 (108)の両辺を σで微分すると、以下の式を得る。

dNk
I

dσ
=

∫
∂wT

∂t

dN

dσ
dt+

∫
wT dM

dσ
Ndt+

∫
wTM

dN

dσ
dt (109)

なお、w、Nの時間依存性は省略して記述した。
式 (109)の右辺第一項、第三項に現れる dN/dσの項は、重み関数wを適切に選択するこ

とによりゼロとすることが出来る。その詳細は後述する。
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ここで式 (109)右辺第二項に含まれる全微分 dM/dσについて考える。この全微分を偏微
分の形式に書き直すと、この項は以下のように書ける。∫

wT dM

dσ
Ndt =

∫
wT ∂M

∂σ
Ndt+

∑
g

dφfg
dσ

∫
wT ∂M

∂φfg
Ndt (110)

ここで、φf は燃料領域の平均中性子束を示す。式 (110)の右辺第一項は燃焼行列に対する
核断面積の直接的な影響を示しており、偏微分 ∂M/∂σは容易に計算することができる。ま
た、右辺第二項は燃焼行列に対する中性子束を介した核断面積の間接的な影響を示してい
る。燃焼行列Mは反応率（中性子束）に依存する成分 M̄と依存しない成分（崩壊成分）
とに分けることが出来るため、∂M/∂φf = ∂M̄/∂φf となる。行列 M̄を構成するのは反応
率 R =

∑
g

σgφ
f
g であるが、反応率 Rの φfg に対する偏微分 ∂R/∂φf は σg となることから、

∂M/∂φf も同様に容易に計算することが出来る。
計算が困難と考えられるのは、式 (110)の右辺第二項に現れる dφf/dσである。そこで、

以下、その計算方法について述べる。タイムステップ iでの中性子輸送方程式 (102)の両辺
を σで微分すると次の式を得る。(

∂Bi

∂σ
+
∂Bi

∂Ni

dNi

dσ

)
φi +Bi

dφi
dσ

= 0 (111)

ここで、式 (102)に対して一般化随伴方程式を以下のように定義する。

B+
i Γ

+
i = S+

i (112)

このようにして定義される一般化随伴中性子束 Γ+
i を式 (111)の両辺に乗じ、全エネルギー、

空間について積分すると以下の式を得る。〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
+

〈
Γ+
i , Bi

dφi
dσ

〉
=

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
+

〈
dφi
dσ

,B+
i Γ

+
i

〉
=

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
+

〈
dφi
dσ

S+
i

〉
= 0 (113)

ここで、式 (113)の項
〈
dφi
dσ

S+
i

〉
を陽に記述する。

〈
dφi
dσ

S+
i

〉
=

∫ ∑
g

dφi,g(r)

dσ
S+
i,g(r)dr (114)

S+
i として燃料領域にのみ平坦な源

S+
i,g(r) = − 1

Vf

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Ndt (115)

を与えたとすると、 ∫
r∈Vf

φi,g(r)dr = φfi,gVf (116)
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より、式 (113)は次の式に書き換えられ、式 (110)の右辺第二項の計算式を得ることが出
来る。 ∑

g

dφfi,g
dσ

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Ndt =

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
(117)

前述のように一般化随伴方程式において源は中性子束 φi と直交しなければならないが、
式 (115)で示される源はこの条件を満足しない。これは、輸送方程式 (102)のみでは中性子
束が一意的に決定されないことに由来する。そこで、源として、中性子束に直交する以下の
ものを新たに考える。

S+
i,g = − 1

Vf

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Ndt+

∫ ti+1

ti

wTM̄Ndt ·

∑
n

κnNn
i σ

n
f,i,g

Pi

= − 1

Vf

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Nidt+ P+

i

∑
n

κnNn
i σ

n
f,i,g (118)

ここで、P+
i =

∫ ti+1

ti

wTM̄Ndt/Pi は随伴出力と呼ばれる。その物理的意味は、P+
i ∆Pi =∫ ti+1

ti

wTM̄Ndt · (∆Pi/Pi)について考えれば理解することが出来る。

式 (118)で示される源が φiと直交していることは、以下のように、両辺に φiを乗じて、
全エネルギー、空間について積分することで示すことが出来る。燃焼行列Mのうち、中性
子束に依存する項の各要素は反応率で表現される。すなわち、

M̄ij = a

(∑
g

σgφ
f
g

)
(119)

のような形式で書ける。従って、
∂Mij

∂φfg
= aσg (120)

であり、 ∑
g

∂Mij

∂φfg
φfg = a

∑
g

σgφ
f
g = M̄ij (121)

である。
式 (118)で示した源を用いた場合、式 (110)の右辺第二項は次のように書ける。

∑
g

dφfi,g
dσ

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Ndt =

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
+P+

i

[
κσfNi

dφi
dσ

]
(122)

源に新たな項を付加したため、式 (122)の右辺第三項には dφi/dσが残る。そこで、出力規
格化の式 (103)を σで微分した以下の式を考える10 。[

κ
dσf
dσ

Niφi

]
+

[
κσf

dNi

dσ
φi

]
+

[
κσfNi

dφi
dσ

]
= 0 (123)

10式 (118)の段階では源に付加される項は任意と言えるが、ここでの条件から、付加される源が一意的に決ま
ると考えてよいであろう。当然のことながら、中性子束の規格化の方法に応じて、式 (118)で付加される源は
異なる。
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式 (123)の関係を用いて、式 (122)中の dφfi /dσを消去すると、次の式を得る。

∑
g

dφfi,g
dσ

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂φfi,g
Ndt

=

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
+
dNi

dσ

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
− P+

i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
− P+

i

[
κσf

dNi

dσ
φi

]
=

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
− P+

i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
+
dNT

i

dσ

(〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
− P+

i [κσfφi]

)
=

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
− P+

i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
+

∫ ti+1

ti

dNT

dσ
C(t)dt (124)

ここで、

C(t) = δ(t− ti)

(〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂Ni
φi

〉
− P+

i [κσfφi]

)
= δ(t− ti)Ci (125)

である。
以上より、式 (110)は次のように整理される。∫ ti+1

ti

wT dM

dσ
Ndt =

∫ ti+1

ti

wT ∂M

∂σ
Ndt+

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
−P+

i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
+

∫ ti+1

ti

dNT

dσ
C(t)dt

(126)

従って、式 (109)は以下のように書き直せる。

dNk
I

dσ
=

∫
∂wT

∂t

dN

dσ
dt+

∫
wT dM

dσ
Ndt+

∫
wTM

dN

dσ
dt

=

∫
∂wT

∂t

dN

dσ
dt+

∫
wT ∂M

∂σ
Ndt+

∑
i

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉

−
∑
i

P+
i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
+

∫
dNT

dσ
C̄dt+

∫
wTM

dN

dσ
dt

=

∫
wT ∂M

∂σ
Ndt+

∑
i

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
−
∑
i

P+
i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]

+

∫
dNT

dσ

(
∂w

∂t
+ C̄+MTw

)
dt (127)

ここで、

C̄ =
I−1∑
i=0

δ(t− ti)Ci (128)

である。従って、重みwとして、以下の方程式を満たすN+を用いれば、式 (127)の右辺最
後の項を落とすことができる。

−∂N
+

∂t
= MTN+ + C̄ (129)

これが随伴燃焼方程式であり、N+は随伴数密度と呼ばれる。また、N+の終条件は、前述
の通りN+

I = ekである。式 (128)に示されるように、源 C̄は燃焼ステップの境界点におい
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てのみ値をもつ。[ti − δ, ti + δ]の区間について上式を積分し、δ → 0の極限をとると、以下
の式を得る。

N+(ti − δ) = N+(ti + δ) +Ci (130)

これは燃焼ステップの境界点において随伴数密度が不連続に変化することを示しており、
jump conditionと呼ばれる。
随伴数密度を重み関数として用いることにより、最終的に式 (127)は次のように整理さ

れる。
dNk

I

dσ
=

∫
N+T ∂M

∂σ
Ndt+

∑
i

〈
Γ+
i ,
∂Bi

∂σ
φi

〉
−
∑
i

P+
i

[
κ
dσf
dσ

Niφi

]
(131)

この式の右辺第一項は「数密度項」、第二項は「中性子束項」、第三項は「出力規格化項」と、
それぞれ呼ばれる。

4.3 随伴数密度の物理的意味

最後に、随伴数密度の物理的意味についてまとめる。はじめに、出力規格化および中性子
束場の影響を考えない一点炉の問題について考える。
燃焼方程式を以下に再掲する。

∂N(t)

∂t
= MN(t) (132)

また、この系に対する随伴式は、一点炉の場合、以下で与えられる。

−∂N
+(t)

∂t
= M+N+(t) (133)

ここで、N+ を核種 j の燃焼後数密度に対する随伴数密度と定義するため、終条件として
N+

I = ej を与える。
式 (132)の両辺にN+T、式 (133)の両辺にNT を乗じ時間 [ti, tI ]で積分し、辺々引くこ

とにより以下の式を得る。∫
N+T ∂N

∂t
dt+

∫
NT ∂N

+

∂t
dt =

∫
N+T

MNdt−
∫
NTM+N+dt (134)

随伴演算子の性質を用いることにより、式 (134)の右辺はゼロとなる。その結果、式 (134)

は次のように書ける。 [
N+T

N
]tI
ti
= N+

I
T
NI −N+

i
T
Ni = 0 (135)

これより、N j
I は以下の式で与えられる。

N j
I = N+

i
T
Ni =

∑
k

N+,k
i Nk

i (136)

すなわち、積N+,k
i Nk

i は、燃焼後（tI）における j核種の数密度に対して、時刻 tiにおいて
核種 kがどの程度寄与しているかを示す指標にほかならない。また、仮にNi = ek とする
ならば、N j

I = N+,k
i となり、N+,k

i は tiにおいて系に単位個数密度の核種 kが投入されたと
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きの tI で生成される核種 jの数密度に対応する。以上より、N+は t = tI での数密度N j
I に

対するインポータンスに対応していることが分かる。
次に、この議論を中性子束場、出力規格化を考慮した場合に拡張する。
数密度と随伴数密度は以下の式に従う。

∂N(t)

∂t
= MN(t), (137)

−∂N
+(t)

∂t
= MTN+(t) + C̄ (138)

式 (137)の両辺にN+T、式 (138)の両辺にNT を乗じ、時間 [ti, tI ]で積分する。そして両
辺の差をとると、最終的に以下の式を得る。

N j
I = Ni

TN+
i −

I+1∑
k=i

NT
kCk (139)

= Ni
TN+

i −
I+1∑
k=i

NT
k

(〈
Γ+
k ,
∂Bk

∂Nk
φk

〉
− P+

k [κσfφk]

)
(140)

この式を以下のように書き直す。

N j
I =

∑
l

(
N l

iN
+,l
i −

I+1∑
k=i

N l
kC

l
k

)
=

(∑
l

CFl
i

)
N j

I (141)

ここで、燃焼後における核種 jの数密度に対する、ti時点での核種 lの寄与割合を示すCon-

tribution function、CFl
iを定義した。
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5 おわりに

「決定論的感度解析手法」ということで、一般化摂動論とそれに関連する事柄について解
説を行った。書き終えてみると、「三谷 ·黒井のレポートと小林先生の教科書を紹介するだ
けで良かったのではないか」とも思ったが、あまり飲み込みのよくない人間が書いたものな
ので、それらのテキストと比べてより平易になっているのではないかと思う。
三谷 ·黒井のレポートの発行年は 1972年、今から 40年前である。そんな古典の解説を一

生懸命行ってみて、なんとも言いようのない気持ちとなる。筆者がこの道に入って十年強、
三谷 ·黒井のレポートは何度か目を通しているのだが、未だ十分理解しているとは言い難い。
一般化摂動論に限らず、万事この調子である。古典の解読のみに一生を費やすことになるの
ではないかという気もする。
一般化摂動論に基づく感度計算は大変有用なものではあるが、軽水炉の燃焼特性など、そ

の適用が極めて困難な場合がある。最近になって、一般化摂動論とは異なる枠組み（ないし
は一般化摂動論を使ったより広い枠組み）での感度 ·不確かさ解析が米国の Abdel-Khalik

博士のもとで精力的に研究されている（例えば文献 [1]など）。私が今出来ることは「古典
の解読」しかないが、真に実力のある方々（特に若い方々）には、困難さを突破する研究を
どんどこ進めていって欲しいと思うし、私もいつかはそんな研究をしたいと考えて（空想し
て？）いる。

本稿をまとめるにあたって、名古屋大学の遠藤知弘氏には本稿の詳細なレビューをしてい
ただいた。ここに深い謝意を表する。
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